Елементи на теория на графите 

1. 1. Основни определения, свързани с графи – представяне на графи, път в граф
1. 1. 1.   Основни  определения

В литературата могат да се намерят различни определения на понятието граф. Като цяло графът се определя като абстрактна структура от данни, която представя връзките между отделните елементи на дадено множество. Всеки член на това множество се нарича връх, а връзката между два върха се нарича ребро. Наименованията връх и ребро идват от най–често използваното визуално представяне на графа. Ето и една формална дефиниция на това понятие.
Дефиниция: ”Краен ориентиран граф се нарича наредената двойка (V,E), където:

· V={v1,v2, …,vn} е карайно множество от върхове

· E={e1,e2, ….,em} е крайно множество от ориентирани ребра. Всеки елемент ek(E (k=1,2, …,m) е наредена двойка (vi,vj), vi,vj(V, 1≤i,j≤ n.” [2]

Ако ребрата са неориентирани, т.е. двойките (vi,vj) са ненаредени, графът се нарича неориентиран. Ако в допълнение е дадена числова функция f : E → R, съпоставяща на всяко ребро ei тегло f(ei), графът се нарича претеглен. 
Дефиниция:  “Даден е ориентран граф G(V,E). Два върха i и j (i,j(V) се наричат съседни, ако поне едно от ребрата (i,j) и (j,i) принадлежи на Е. В такъв случай още казваме, че i и j са краища за ребрата (i,j) и (j,i). За всяко ребро (i,j) върхът i се нарича предшественик на j, а j – наследник на  i.” [2]
Дефиниция:  “Нека е даден ориентиран (неориентиран) граф G(V,E) и V(V. Ако от E се изключат всички ребра (i,j), такива, че i(V или j(V, а останалите се запазят, то казваме, че G(V,E) е индуциран от V подграф (или само подграф) на G.” [2]
Дефиниция: “Нека са дадени графите G(V,E) и G (V,E ), такива че за всяко i,j(V, i(j, наредената двойка (i,j) принадлежи на точно едно от множествата Е  или Е. Тогава G  се нарича допълнение на G. Граф, несъдържащ ребра, се нарича празен. Ако за даден граф е изпълнено (i,j)(E за всяко i,j(V, i(j, графа се нарича пълен.” [2]
1. 1. 2.   Представяне на графи

Произволен граф може да се представи по един от следните начини:

а) Списък от ребра

Този начин на представяне на граф съответства на описанието, използвано в приведените по-горе дефиниции. В общият случай за потребителите е удобно това представяне и много често въвеждането на граф се реализира чрез него. Подобно представяне е показано на фиг. 1.1.

б) Матрица на съседство

Дефиниция: “Матрицата A=||Aij|| с размери |V|x|V| наричаме матрица на съседство на графа G(V,E), ако за всяко vi, vj е изпълнено 
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Ако графът е претеглен, вместо единица за стойност на съответния елемент на матрицата се приема тежестта на реброто. Тогава матрицата се нарича матрица на теглата.” [1]
Вслучая на неориентиран граф А[vi][vj]=А[vj][vi],  т.е. матрицата е симетрична относно главния си диагонал. 
Пример: Ето как би изглеждала матрицата на съседство на неориентирания граф показан на фиг. 1.2.
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б) Списък от съседи
Списък на съседите представлява структура, в която за всеки един от върховете на графа се пазят неговите съседни върхове. 
Формално списък на съседи можем да дефинираме като масив от свързани списъци, където всеки елемент от масива v[i] съдържа всички съседни върхове на върха i. Това представяне се използва много често, защото е подходящо за разредени графи, тъй като използва по–малко памет от матрица на съседство. Освен това структурата позволява списъкът на всички съседи на даден връх да се поддържа в сортиран вид, което води до намалявне на сложноста на някои операции с графа, свързани с обхождане на съседите на върховете, от ((n2) до ((n.logN). 
Ето как би изглеждала структурата за графа от фиг. 1.3.
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г) Преобразуване на представянето на граф от един вид в друг
Ще приемем, че първоначалното представяне на графа се въвежда от клавиатурата, след което се преобразува в друго представяне.
· от списък на ребра – в матрица на съседство:

Ще приведем реализацията на това преобразуване чрез средствата на езика С++. За представяне на матрицата на съседство е използван двумерен целочислен масив M. Списъкът от съседи се въвежда от клавиатурата по следния начин: от първия ред се прочитат целите числа n и m, съответно броя на върховете и броя на ребрата на графа. На всеки от останалите m реда се въвеждат двойка числа – стойностите на двата върха, свързани чрез съответното ребро. Ако графът е претеглен, за всяко ребро се въвеждат три числа, като третото е теглото на реброто.

#define MAXN 128

int M[MAXN][MAXN]; //Матрицата на съседство
void Read( )//Функция за записване на графа в матрица на съседство

{


int,a,b,i; // Необходими променливи

scanf(“%d %d”,&n,&m); //n – брой върхове, m – брой ребра


for(i=0;i<m;i++)

{


scanf(“%d %d”,&a,&b); //реброто (a,b)


M[a][b]=M[b][a]=1; //записване в матрицата на реброто (a,b)


}

}

· от списък на ребра – в списък от съседи:

За представяне на графа чрез списък на съседи се използва масив от вектори (като под вектор се има предвид стандартната структура в C++). Това е нов подход, които се използва през последните години в практиката, но не е описан в българската литература.

Следващия пример скицира използването на масив, описан чрез тип  vector, от целочислени вектори за представяне на граф чрез средствата за програмиране на езика С++. Въвеждането на данните се реализира по начин, идентичен на вече описания.

#include <vector> //стандартната библиотека вектор
#define MAXN 128

vector <int> M[MAXN]; //масив от вектори 
void Read ( )
{


int n,m,a,b,i; // Необходими променливи

scanf(“%d %d”,&n,&m); //n – брой върхове, m – брой ребра


for(i=0;i<m;i++)

{


scanf(“%d %d”,&a,&b); //реброто (a,b)

M[a].push_back(b); //добавяне на върха b като съсед на върха a


M[b].push_back(a); //добавяне на върха a като съсед на върха b

}

}
Машинното представяне на граф като списък от ребра не представлява интерес от гледна точка на целите, поставени в настоящата дипломна работа и затова няма да бъде разглеждано тук.
1. 1. 3. Път в граф

Дефиниция: “Път в графа G(V,E) се нарича последователност от върхове v1, v2, …vk, такава че за всяко i=1,2, ... k-1 е изпълнено (vi, vi+1)(E. Върховете v1 и vk се наричат  краища на пътя. Ако v1 = vk пътят се нарича цикъл. Ако за всяко j(j(1(i,j(k) следва vi( vj, то пътят се нарича прост.” [2]
В примера по–долу на фигурата (1,5,4,6) е прост път с дължина 3, а (4,3,2,1,5,4,6) е път с дължина 6.

1. 2. Основни алгоритми с графи
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1. 2. 1. Алгоритъм за търсене в дълбочина (Depth First Search)

“Алгоритъмът за обхождане в дълбочина наред с това, че е неразделна част от някои по-сложни алгоритми, е основна идея при един от фундаменталните методи за решаване на изчерпващи задачи – търсене с връщане (backtracking).”[2]
Наименованието на алгоритъма идва от това, че при посещение на връх се стремим да се “спуснем” от него колкото може по-надолу.
За реализацията му е най-удобно да се изпозва рекурсивна функция, която може да се опише в няколко стъпки:

1. Разглежда се връх i.

2. Маркира се като посетен.

3. За всеки непосетен връх j, такъв че (i,j)(V се изпълнява стъпка 1.

4. Алгоритъмът завършва след като всички върхове на графа са посетени.

Ето как може да се реализира този алгоритъм със средствата на езика С++. Тук графът е представен като списък от съседи с чрез масив от вектори. Представянето беше описано по-горе. Допълнително е използван глобалния масив visit за маркиране на отделните върхове на графа като посетени.

void DFS(int i)

{


int k,sz;


sz=M[i].size(); //намиране на броя на съседите на i-тия връх


visit[i]=1; //маркиране на i-тия връх като посетен

for(k=0;k<sz;k++)


if(!visit[M[i][k]) 
DFS(M[i][k]); //рекурсивно обръщение 

//към функцията с параметър непосетен връх

}
1. 2. 2. Алгоритъм за обхождане в широчина (Breadth First Search)

Характерно за този алгоритъм е, че след като се посети един връх, се обхождат всички негови непосетени съседи и чак след това се преминава към обхождане на техните съседи и т.н. За реализацията на това обхождане се използва опашка, в която се записват върховете на графа. Ето по-подробно описание.

1. Разглежда се върхът i.

2. Добавя се върхът i в опашката от върхове.

3. Докато опашката не е празна се повтаря следното:

3. 1. Изтрива се първият елемент от опашката.

3. 2. Разглеждат се всички негови непосетени съседи и се добавят в опашката.

Следва реализация на описания алгоритъм чрез средствата на езика С++. Представянето на графа и масива visit са същите както при предишния алгоритъм. Тук е необходимо да се използва опашка от цели числа, като за реализацията и е използван типа queue от стандартната библиотека на езика С++. За да може да се използва този алгоритъм в програмата трябва да бъдат включени библиотеките vector и queue.

void BFS(int i)

{

queue<int> q;

int u,k,sz;

visit[i]=1; //маркиране на i-тия връх като посетен

q.push(i);//добавяне на върха i в опашката
while(!q.empty())

{

u=q.front();q.pop();//изтриване на първия елемент
sz=M[u].size();//намиране на броя на съседите на връха u
for(k=0;k<sz;k++)

//добавят се в опашката всички непосетени съседи на върха u

if(!visit[M[u][k])

{

q.push(M[u][k]);

visit[M[u][k]];

}

}

}
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